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Обозначения и терминология стандартные [1 – 3].
Ф.Холл ввел понятие силовской системы для конечной разрешимой группы G [1, опре-
деление VI.2.1 b)]. Это набор силовских подгрупп группы G, взятых по одной для каждого
p 2 (G), которые попарно перестановочны.
В связи с прогрессом теории конечных групп были получены фундаментальные резуль-
таты в области теорем силовского типа для холловых подгрупп конечных групп, полученные
в основном трудами Ф.Гросса, Е.Р.Вдовина и Д.О.Ревина [3].
С использованием этих результатов появилась возможность обобщить понятие силовской
системы для разрешимых групп.
Определение 1. Множество S = fGs; :::; Gtg, где fs; :::; tg — все различные простые
делители порядка jGj конечной группы G, назовем специальной силовской системой группы
G, если Gs перестановочна со всеми подгруппами множества S (кратко: CCGs–система).
Если s = 2, то может быть доказан следующий результат.
Теорема 1. Следующие свойства конечной группы эквивалентны: (1) G–разрешимая
группа; (2) G имеет силовскую систему в смысле Ф.Холла; (3) G имеет CCG2–систему.
Доказательство. То, что (1) , (2) доказано Ф.Холлом [1, теорема VI.2.3]. Докажем, что
(3), (1). Ясно, что достаточно доказать, что (3)) (1).
Предположим, что G — простая неабелева группа. Если G 2 fAn; n  5g, то G не имеет
CCG2–системы [3, теорема 8.1, табл.2]. Если G 2 Spor, то G не имеет CCG2–системы [3,
теорема 8.2, табл.4; 4, гл.5, раздел 5.3].
Предположим, что G 2 Chev(q), q = pf , G = G=Z(G), p > 2. По условию в G и G
есть холлова f2; pg–подгруппа T . По [3, теорема 8.3] T лежит в подгруппе Бореля B группы
G (так как T — разрешимая группа, то она не отличная от B параболическая подгруппа
[2, с.87 и следствие 2.16, с.86]). Если p > 2, то G2 — абелева группа [2, с.61]. По теореме
Дж.Уолтера [2, теорема 4.126] G 2 fL2(2f );L2(q); q  3 (mod 8); J1; 2G2(q)g. Эти группы не
имеют CCG2–систем [1, теорема II.8.27; 3, табл.10; 3, табл.4; 3, табл.9]. (Например, у групп
2G2(q) по [3, табл.9] все простые делители t 6= 2; 3 лежали бы в (q   1), или в (q + 1),
или в f7g, что невозможно). Если же p = 2, то по [3, теорема 8.3] все силовские подгруппы
нечетного порядка должны лежать в подгруппе Бореля B. Но тогда G2 C G и G0 6= G .
Итак, G — не простая группа. Пусть 1 6= M  G, M  G. Тогда G2Gt \M = M2Mt для
всех t 2 (G) \ (M). По заключению индукции (3) , (1) в M . Точно так, ввиду [1, лемма
I.7.7], G=M = G имеет CCG2–систему и (3), (1). Но тогда и группа G разрешима. Теорема
доказана.
Группа G с CCG3–системой может быть и простой. Например, G = L3(q), 12j(q + 1),
9 - (q + 1).
Теорема 2. Пусть s — наибольший простой делитель порядка конечной группы G. Если
G имеет CCGs–систему, то она является s–разрешимой группой.
Доказательство. Как и в доказательстве теоремы 1, сразу считаем, что G 2 Chev(q),
q = pf , G = G=Z(G).
По условию в G и G есть холловы ft; sg–подгруппы T и T для всех t =2 f2; pg, t 2 (G).
Пусть s 6= p. Так как t < s, то по [5, теорема 1] T s C T . Поэтому N = NG(T s) имеет
в G примарный или бипримарный индекс i (ввиду T s 6 G) и (i)  f2; pg. Если индекс
примарный, то по [6, теорема 5.8] G такая группа, что не имеет CCGs–систем. Если N имеет
в G бипримарный индекс, то по [7] N есть разрешимая подгруппа в G 2 fL2(q), L3(3), L3(5),
PSp4(3), U3(3), U3(4), U3(7), U5(2),M11,M12g. По [3, табл.3, 4, 7] эти группы не имеют CCGs–
систем. Если s = p, то, как и в доказательстве теоремы 1, Gs G. Поэтому G — не простая
группа и утверждение доказывается как и в теореме 1. Теорема доказана.
С использованием теорем 1, 4, леммы 14 в [5], теорем 8.3, 8.8, 8.9 в [3] и теоремыЖигмон-
ди (частный случай теоремы Фейта [7, лемма 2.1]) доказывается следующий общий факт.
Теорема 3. Пусть s — простой делитель порядка конечной группы G, s > 3. Если G
имеет CCGs–систему, то она является s–разрешимой группой.
Из теорем 1 и 3 не сложно получить
Следствие. Пусть G — конечная группа с CCGs–системой, s 6= 3. Пусть   (G) и
s =2 . Если индексы нормализаторов силовских подгрупп Gt, t 2 , взаимно просты с s, то
в G есть Gs–инвариантная s0–подгруппа K = hGt=t 2 i.
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